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Аннотация: Основным инструментом геомеханического моделирования и 

задач проектирования горнотехнических зданий и сооружений, за последнее 

время, стали пакеты специализированного конечно-элементного анализа. 

Исследование возможностей МКЭ для определения устойчивости и геомет-

рически-нелинейного (деформированного) состояния показывает невозмож-

ность корректно определять предельную несущую способность по крите-

рию бифуркации. Бифуркация, как физический процесс приводящего к разру-

шению конструкций, исследована как аналитически, так и на примере реаль-

ных конструкций здания подвергнувшихся разрушению (в форме не учитыва-

емых как МКЭ, так и действующих норм по проектированию), показывает 

необходимость учета бифуркации как критерия предельной несущей способ-

ности. 
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Abstract: Major designing tool in the last time for geomechanical engineering and 

for structural analysis mining buildings and structures has become specialized fi-

nite-element analysis computer program. Analyzing the skill FEM program for 

solving buckling and geometry-nonlinear (large deflection) state shows the impos-

sibility of correctly determining the crash criterion excluding using the bifurcation 

criterion. The bifurcation as a physical process leading to the structures crash, 

show both in analytical analysis and in the example of real building structures to 

crash subjected, this criterion (unfortunately don’t uses by either FEM or current 

design standards) shows the need to take it into structural analysis as crash crite-

rion. 
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За последние десятилетия главным инструментом моделирования задач 

как геомеханики, так и проектирования горнотехнических зданий и сооруже-

ний, включая задачи на подрабатываемых территориях и рекультивируемых 

выработанных пространствах, стали программы конечно-элементного анали-

за. Наиболее массово используемые отечественными учеными и конструкто-

рами: для задач геомеханики – Plaxis, Fidesys, Midas, Rocscience, для задач 

проектирования горнотехнических зданий и сооружений – Lira, SCAD-office, 
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SAP2000, ETABS, для общих задач – ANSYS, Abaqus, Comsol. Достоверность 

результатов моделирования не только актуальная научная проблема, но и 

требование в области проектирования особо опасных, технически сложных и 

уникальных объектов (см. ст. 16.1. №116-ФЗ «О промышленной безопасно-

сти опасных производственных объектов», ст. 16. №384-ФЗ «Технический 

регламент о безопасности зданий и сооружений»). 

Предложенный ранее для анализа тестовые задачи [7, 8], наряду с вы-

полненными исследованиями этих задач [10, 12, 15, 16] анализирующих 

применяемые МКЭ программы основанные на современных физико-

математических моделях, показывают отсутствие учёта бифуркационного 

поведения конструкций. Моделировании геометрически-нелинейных задач в 

статической постановке актуального метода конечных элементов не приме-

нимо с достаточной достоверностью [15, 16] для практического применения 

обеспечивающего безопасность, поскольку бифуркация, приводящая к раз-

рушению конструкций, в современной теории, не определяется адекватно 

физической модели. Невозможность достоверно определять предельную не-

сущую способность в геометрически-нелинейной (деформированной) модели 

актуальным программами МКЭ ранее показанная примерами и обоснована 

отсутствием строгого физического определения и соответствующих матема-

тических формулировок для таких фундаментальных понятий как: статиче-

ская сила, статическое нагружение, устойчивость, несущая способность, ука-

зывает на необходимость формулирования физических определений и стро-

го-эквивалентных, этим физическим определениям, математических форму-

лировок, в т.ч. и обратное (формулировка физического явления соответству-

ющего математическому определению бифуркация). 

Бифуркационные принципы теории катастроф указывают на игнориру-

емый, в современной теории МКЭ, фактор бифуркации при геометрически-

нелинейном анализе, как при проектировании, так и при экспертизе про-

мышленной безопасности. Теорию катастроф, как раздел современной мате-

матики, активно развивали и пропагандировали отечественные ученые, такие 

как академик Арнольд В.И., Гивенталь А.Б., Закалюкин В.М. (ссылки на ис-

точники см. [12, 16]), теорию катастроф (отдельные её прикладные элементы) 

в механике развивали Алфутов Н.А., Колесников К.С., однако без практиче-

ской реализации применительно к конкретным техническим задачам, т.е. как 

форму прикладной математики. Теоретическое развитие и практическую 

ориентацию математической теории катастроф развивают современные уче-

ные [1-6, 17-22] в основном на основе простейших математических моделях 

исследуемых физических явлений [5, 6, 17, 18], геомеханики [9, 11, 19], стро-

ительной механики и расчета конструкций [1-4, 13, 14], и общественных во-

просах [20]. 

Механическими моделями, используемыми в теории катастроф, явля-

ются машина катастроф Зимана и ферма Мизеса. Поведение фермы Мизеса 

удобнее исследовать (как бифуркационную задачу) не на двух стержнях, а на 

одном, как для конструкции, изображенной на Рис.1а, состоящей из стержня 

с продольной жесткостью EA, проекциями x и y, длинной l зависимость вер-
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тикальной силы (Py) от вертикального перемещения (Δy) определяется урав-

нением:  

𝑃𝑦 = 𝐸𝐴(𝑦 − ∆𝑦) (
1

√𝑥2 + (𝑦 − ∆𝑦)2
−
1

𝑙
) (1) 

График уравнения (1) представленый на Рис. 1а изменения энергии 

внешней силы Py (см. Рис. 1в) и энергии деформации, показывает, что точка 

бифуркации и, соответствущий ей прыжок, согласно теории катастроф, соот-

ветствуют статической постановке задачи только при абсолютной диссипа-

ции «лишней» энергии, однако согласно закону сохранения энергии требует-

ся компенсация, что соответствует положению энергетического равнодей-

ствия (см. Рис. 1б). Формулировку Ломоносовом Эйлеру об устойчивости 

кораблей «Тела, плавающего на воде, равновесное положение будет устойчи-

во, еже ли оное тело, будучи несколько наклонено, опять справится, в про-

тивном случае положение будет падкое», применительно к современной ме-

ханике формулируется: «Состояние статического равновесия – состояние, в 

котором система, при вариационно-возможном отклонении внешним воздей-

ствием, неизменно возвращается в исходное состояние после прекращения 

воздействия», если система не возвращается, то эта предел несущей способ-

ности (даже без учета разрушения, или изменений системы приводящей к не-

возможности её эксплуатации). 

 

 
а)       б)       в) 

Рисунок 1 - График фермы Мизеса: а) реакции опоры, б) изменения энергии 

деформации, в) изменения энергии внешней силы 

 

Моделируя бифуркацию с учетом динамических параметров системы, а 

именно, для спаренного уголка №10 из стали ВСт3кп, длиной 150 см с от-

клонением 7 см, получаем критическую силу ≈500 кгс, перемещение до би-

фуркации – 3,172 см, перемещение узла после бифуркации соответствующее 

статической нагрузке ≈4500 кгс. При этом энергия удара при бифуркации 

≈100 Дж/кв.см, что соответствует ударной вязкости стали ≈100 Дж/кв.см. 

Фактически явление бифуркации физически эквивалентно внезапно прило-

женной нагрузке, только коэффициент динамичности может быть значитель-

но больше двух. Примером реального разрушения конструкций здания от 
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бифуркации представлено аварией здания в г. Прокопьевск Кемеровской об-

ласти (автор работы выступал и как эксперт, так и как проектировщик усиле-

ния аварийных ферм), представленный в ранее выполненных работах [12, 15, 

16]. 

Исходя из физических свойств геометрически-нелинейного анализа (на 

примере реакции опоры фермы Мизеса, по Рис. 2а) для равновесных состоя-

ний общее количество решений, как решение задачи трёх тел (Эйлера-

Лагранжа), составляет для «силовых» решений 2n, для «кинематических» ре-

шений 3n, где n – количество стержней системы. Однако указывать на вер-

ность одного и неверность другого решения – преждевременно, так как ма-

тематически все решения равноправны в рамках актуальной теории МКЭ. 

В отношении анализа устойчивости (buckling analysis) необходимо от-

метить как неучитываемые бифуркации, так и математический (а не физиче-

ский) подход к решению, при нелинейном анализе устойчивости не рассмат-

ривается реальное физическое явление – прощелкивание, с возможностью 

разрушения от динамического воздействия. В линейном анализе определяет-

ся критическая сила по Эйлеру при которой возникает возможное равновес-

ное криволинейное состояние в добавление к существующему линейному. 

Леонардо Эйлер определил эту силу в 1743 году, опубликовав (см. Рис. 2) в 

работе «Methodus inveniendi lineas curvas maximi minimive proprietate 

gaudentes, sive, Solutio problematis isoperimetrici latissimo sensu accepti». Толь-

ко проблема даже не в том, что это не критерий «необходимого и достаточ-

ного условия», а только «необходимое условие», а проблем в том, что разра-

ботанные в тридцатых годах прошлого века методы определения критиче-

ской силы (см. уравнение 2) для систем стержней математически являются 

поиском собственных значений матрицы жесткости: 
[𝐾 − 𝜆𝐾𝑁]∆𝑠 = 0 (2) 

где : K – матрица жесткости системы, KN – геометрическая матрица жестко-

сти системы, λ – вариационный параметр, Δs – вектор перемещений узлов 

системы. 

 

  
Рисунок 2 - Фрагмент оригинального труда Эйлера определения устойчиво-

сти стержней: текст работы и расчетная модель 
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Критические силы для системы стержней – это точные математические 

значения для матрицы жесткости, ни каких возможных потерь устойчивости 

при других значениях быть не может. При этом, если логически обосновано 

для одного стержня при превышении критической силы заявлять о потери 

устойчивости, то для системы из нескольких стержней – уже нет. Сама по-

становка задачи, как поиск собственных значений матрицы жесткости даже с 

точки комбинаторики является неполноценным, т.к. количество собственных 

значений определяется рангом матрицы (количеством степеней свободы си-

стемы), а физически, количество форм выгнутых элементов при потере 

устойчивости, зависит от количества элементов и определяется выражением: 

𝐶𝑛
𝑘 =

𝑛!

𝑘! (𝑛 − 𝑘)!
 (3) 

где: n – количество элементов, k - количество неустойчивых элементов, Cn
k – 

количество комбинаций системы из n элементов потери устойчивости k эле-

ментов, а общее количество всех комбинаций потерь устойчивости ∑Cn
k для 

k ∈ [1, n], т.е. сочетание без повторений, например система из четырех эле-

ментов с одним общим узлом, в плоской постановке задачи, согласно совре-

менной теории имеет максимум две схемы загружения при потере устойчи-

вости, а согласно комбинаторики (см. Рис. 3) надо рассматривать: четыре ва-

рианта потери устойчивости каждого отдельного элемента, шесть вариантов 

потери устойчивости совестно двух элементов, четыре – для трёх, один – для 

всех, т.е. необходимо рассмотреть 15 схем загружения. 

 

 
Рисунок 3 - Схема к определению возможных количеств потерь устойчиво-

сти 

 

Таким образом, если нелинейный анализ устойчивости не соответству-

ет физической модели бифуркации (прощёлкивания) и в исходных данных 

требует или предварительного линейного расчета на устойчивость, или вне-

сения дефектов, то линейный анализ устойчивости актуального МКЭ непол-

ноценен, поскольку: формулирует необходимое (одно из…), а не достаточное 

условие существования смежных форм равновесия; не формулирует крите-

рия опасности смежных форм равновесия (при наличии как нормативной, так 

и практической базы, например, по балкам с гибкой стенкой, или гибким свя-
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зям, не указывает на опасность/безопасность данной формы); реализация че-

рез усилия, а не через полное напряженно-деформированное состояние, фор-

мирует ложные формы потери устойчивости; реализация через собственные 

значения матрицы (размерности степеней свобод узлов), а не через комбина-

торику возможных изгибов элементов, многократно занижает количество 

возможных форм. 

Разработка физической модели и математической реализации досто-

верного конечно-элементного метода реализующего геометрически-

нелиненую схему деформирования с использованием бифуркационного кри-

терия – актуальная и важная научная задача, особенно с учетом практической 

значимости, обеспечивающей достоверность в вопросах проектирования гор-

нотехнических зданий и сооружений и задачах геомеханики.  
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