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Введение 

Динамика нелинейных ионно-акустических структур в сильно 

связанной плазме (Γᵢ > 1) представляет значительный интерес для физики 

плотной материи, лазерного синтеза и лабораторной астрофизики [1,2]. В 

этом режиме сильные корреляционные эффекты требуют выхода за рамки 

стандартных приближений слабосвязанной плазмы.Для численного 

моделирования таких систем применяются три основных класса методов: 1) 

гидродинамические модели с неидеальным уравнением состояния (OCP) [3]; 

2) кинетический метод частиц в ячейках (PIC) [4]; 3) микроскопический 

метод молекулярной динамики (MD) с потенциалом Юкавы [5]. Каждый 

подход имеет различные области применимости, точность и 

вычислительную стоимость, однако систематическое сравнение их 

эффективности для задач динамики когерентных структур в литературе 

отсутствует. 

Численные методы решения уравнения Бюргерса 

Рассматривается обобщенное уравнение Бюргерса вида (1). 
𝛿𝑢

𝛿𝑡
+ 𝑢

𝛿𝑢

𝛿𝑥
= 𝜈

𝛿2𝑢

𝛿𝑥2
+ 𝑓(𝑥, 𝑡, 𝑢),    (1) 

где 𝑢(𝑥, 𝑡) - искомая функция, 𝜈 - коэффициент кинематической вязкости 

(диффузии), 𝑓(𝑥, 𝑡, 𝑢) - источниковый член. Уравнение решается в области 

(𝑥, 𝑡) ∈ [𝑎, 𝑏] × [𝑇0, 𝑇] с заданными начальными и граничными условиями 

[3]. 

Явный метод Эйлера. Для дискретизации используем равномерную 

сетку(2). 

𝑥𝑖 = 𝑎 + 𝑖ℎ, 𝑖 = 0,1, … , 𝑁, ℎ =
𝑏−𝑎

𝑁
, 𝑡𝑛 = 𝑇0 + 𝑛𝜏, 𝑛 = 0,1, … , 𝑀, 𝜏 =

𝑇−𝑇0

𝑀
;   

(2) 

Разностная схема имеет вид(3). 
𝑢𝑖

𝑛+1−𝑢𝑖
𝑛

𝜏
+ 𝑢𝑖

𝑛 𝑢𝑖+1
𝑛 −𝑢𝑖−1

𝑛

2ℎ
= 𝜈

𝑢𝑖+1
𝑛 −2𝑢𝑖

𝑛+𝑢𝑖−1
𝑛

ℎ
2 + 𝑓(𝑥𝑖 , 𝑡𝑛, 𝑢𝑖

𝑛);      (3) 

Отсюда явная формула для решения(4). 

𝑢𝑖
𝑛+1 = 𝑢𝑖

𝑛 − 𝜏𝑢𝑖
𝑛 𝑢𝑖+1

𝑛 −𝑢𝑖−1
𝑛

2ℎ
+ 𝜏𝜈

𝑢𝑖+1
𝑛 −2𝑢𝑖

𝑛+𝑢𝑖−1
𝑛

ℎ2
+ 𝜏𝑓(𝑥𝑖 , 𝑡𝑛, 𝑢𝑖

𝑛);              (4) 

Условие устойчивости Куранта-Фридрихса-Леви(5). 
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𝜏 ≤
ℎ

2

2𝜈+ℎ 𝑚𝑎𝑥|𝑢𝑖
𝑛|

;                                    (5) 

Метод Кранка-Николсон 

Полу неявная схема второго порядка точности(6). 

    
𝑢𝑖

𝑛+1−𝑢𝑖
𝑛

𝜏
+

1

2
(𝑢𝑖

𝑛 𝑢𝑖+1
𝑛 −𝑢𝑖−1

𝑛

2ℎ
+ 𝑢𝑖

𝑛+1 𝑢𝑖+1
𝑛+1−𝑢𝑖−1

𝑛+1

2ℎ
) =

𝜈

2
(

𝑢𝑖+1
𝑛 −2𝑢𝑖

𝑛+𝑢𝑖−1
𝑛

ℎ
2 +

𝑢𝑖+1
𝑛+1−2𝑢𝑖

𝑛+1+𝑢𝑖−1
𝑛+1

ℎ
2 ) +

1

2
(𝑓(𝑥𝑖 , 𝑡𝑛 , 𝑢𝑖

𝑛) + 𝑓(𝑥𝑖 , 𝑡𝑛+1, 𝑢𝑖
𝑛+1));           (6) 

Для решения нелинейной системы на каждом слое используется 

итерационный метод(7). 

𝐴(𝑢𝑛+1,𝑘)𝑢𝑛+1,𝑘+1 = 𝑏(𝑢𝑛, 𝑢𝑛+1,𝑘);                  (7) 

где 𝑘 - номер итерации. 

Неявные схемы с методом Ньютона 

Полностью неявная разностная схема(8). 
𝑢𝑖

𝑛+1−𝑢𝑖
𝑛

𝜏
+ 𝑢𝑖

𝑛+1 𝑢𝑖+1
𝑛+1−𝑢𝑖−1

𝑛+1

2ℎ
= 𝜈

𝑢𝑖+1
𝑛+1−2𝑢𝑖

𝑛+1+𝑢𝑖−1
𝑛+1

ℎ2
+ 𝑓(𝑥𝑖 , 𝑡𝑛+1, 𝑢𝑖

𝑛+1);          (8) 

Линеаризация методом Ньютона(9). 

𝐽(𝑢𝑛+1,𝑘)𝛥𝑢𝑛+1,𝑘 = −𝐹(𝑢𝑛+1,𝑘);𝑢𝑛+1,𝑘+1 = 𝑢𝑛+1,𝑘 + 𝛥𝑢𝑛+1,𝑘;    (9) 

где 𝐽 - матрица Якоби системы. 

Метод линий 

После пространственной дискретизации получаем систему ОДУ(10). 
𝑑𝑢𝑖

𝑑𝑡
= −𝑢𝑖

𝑢𝑖+1−𝑢𝑖−1

2ℎ
+ 𝜈

𝑢𝑖+1−2𝑢𝑖+𝑢𝑖−1

ℎ
2 + 𝑓(𝑥𝑖 , 𝑡, 𝑢𝑖), 𝑖 = 1, … , 𝑁 − 1;    (10) 

Метод Рунге-Кутты 4-го порядка 

Для системы ОДУ 
𝑑𝑢

𝑑𝑡
= 𝐹(𝑡, 𝑢)(11). 

𝑘1 = 𝐹(𝑡𝑛, 𝑢𝑛) 

𝑘2 = 𝐹(𝑡𝑛 +
𝜏

2
, 𝑢𝑛 +

𝜏

2
𝑘1) 

𝑘3 = 𝐹(𝑡𝑛 +
𝜏

2
, 𝑢𝑛 +

𝜏

2
𝑘2) 

𝑘4 = 𝐹(𝑡𝑛 + 𝜏, 𝑢𝑛 + 𝜏𝑘3) 

𝑢𝑛+1 = 𝑢𝑛 +
𝜏

6
(𝑘1 + 2𝑘2 + 2𝑘3 + 𝑘4);                                        (11) 

Таблица 1.Сравнительные характеристики численных методов 

Разработанные алгоритмы реализованы в среде MATLAB/Scilab. Для 

пространственной дискретизации использованы центральные разности 

второго порядка, для временной интегрирования - соответствующие 

каждому методу схемы. Тестирование проведено на задаче с известным 

аналитическим решением. 

 

 

Метод 

Порядок 

аппроксимаци

и 

Ограничени

я на шаг по 

времени 

Условия 

устойчивост

и 

Вычислительна

я сложность 



 

 

XVIII Всероссийская 71 научно-практическая конференция  

молодых ученых «РОССИЯ МОЛОДАЯ» 

85912.3                                   21-24 апреля 2026 г. 

Явный 

метод 

Эйлера 
𝑂(𝜏 + ℎ

2) 𝜏 ≤ 𝐶 ∗ ℎ
2
 

Условно 

устойчив 
𝑂(𝑁) 

Метод 

Кранка-

Николсо

н 

𝑂(𝜏2 + ℎ
2) 𝜏 ≤ 𝐶 ∗ ℎ 

Безусловно 

устойчив 
𝑂(𝑁3) 

Неявные 

схемы с 

методом 

Ньютона 

𝑂(𝜏2 + ℎ
2) 𝜏 ≤ 𝐶 ∗ ℎ

2
 

Безусловно 

устойчив 
𝑂(𝑘 ∗ 𝑁3) 

Метод 

линий 
𝑂(𝜏2 + ℎ

2) 
Адаптивный 

выбор 

Адаптивная 

устойчивост

ь 

𝑂(𝑚 ∗ 𝑁2) 

Метод 

Рунге-

Кутты 4-

го 

порядка 

𝑂(𝜏4 + ℎ
2) 𝜏 ≤ 𝐶 ∗ ℎ

2
 

Условно 

устойчив 
𝑂(4𝑁) 

Таблица 2. Результаты тестирования численных методов (T=1.0, h=0.01, 

ν=0.1) 

Метод τ 
L2-норма 

ошибки 

L∞-норма 

ошибки 

Время 

расчет

а, с 

Число 

итерац

ий 

Сохране

ние 

энергии 

Явный 

Эйлер 

0.00

01 

2.34×10−22.34

×10−2 

4.56×10−24.56

×10−2 
15.2 10000 0.891 

Кранка

-

Николс

он 

0.00

1 

8.76×10−48.76

×10−4 

3.45×10−33.45

×10−3 
8.7 1000 0.998 

Метод 

Ньюто

на 

0.01 
6.45×10−46.45

×10−4 

2.89×10−32.89

×10−3 
12.3 100 0.997 

Метод 

линий 

адап

. 

9.12×10−49.12

×10−4 

3.12×10−33.12

×10−3 
10.1 247 0.996 

Рунге-

Кутта 4 

0.00

05 

5.67×10−55.67

×10−5 

2.34×10−42.34

×10−4 
9.8 2000 0.999 

Для верификации разработанных методов решена задача моделирования 

эволюции нелинейных волн в плазме с параметрами, соответствующими 

исследованию Islam M.N. et al. (2025): коэффициент конвекции 𝛼 = 1,33, 
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коэффициент диффузии 𝜈 = 0.05, коэффициент затухания 𝛽 = −0.10 [5]. 

Начальные условия заданы в виде локализованного импульса(12). 

𝑢(𝑥, 0) = 𝐴 𝑒𝑥𝑝( −
(𝑥−𝑥0)2

2𝜎2
);                                 (12) 

где 𝐴 = 1.0, 𝑥0 = 0.5, 𝜎 = 0.1. 
Таблица 3. Сравнение с результатами статьи Islam M.N. et al. (T=2.0) 

Метод 
Амплитуда 

волны 

Скорость 

перемещения 

Погрешность 

формы 

Время 

расчета, 

с 

Согласование 

с [5] 

Islam 

M.N. et 

al. 

1.000 0.665 - - - 

Кранка-

Николсон 
0.994 0.661 2.34×10−32.34×10−3 25.7 99.4% 

Метод 

линий 
0.991 0.659 3.12×10−33.12×10−3 28.3 99.1% 

Рунге-

Кутта 4 
0.998 0.664 1.56×10−31.56×10−3 30.1 99.8% 

 

Все методы адекватно воспроизводят эволюцию волнового пакета, однако 

метод Рунге-Кутты 4-го порядка демонстрирует наилучшее соответствие по 

амплитуде и форме волны. 

 
Рисунок 1. Зависимость погрешности решения от величины шага по 

времени для различных методов 

На рисунке 1 логарифмическая зависимость максимальной погрешности 

решения от величины шага по времени для пяти исследованных методов. 

Метод Рунге-Кутты демонстрирует наиболее крутой наклон, 

соответствующий его высокому порядку точности. Методы Кранка-

Николсон и линий показывают сходное поведение, в то время как явный 

метод Эйлера имеет наименьшую точность при всех значениях шага. 
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Рисунок 2. Распределение ошибки по пространственной координате в 

момент времени T=1.0 

На рисунке 2 пространственное распределение ошибки для трех методов в 

момент времени T=1.0. Наибольшие ошибки наблюдаются в областях с 

большими градиентами решения. Метод Рунге-Кутты демонстрирует 

равномерно малую ошибку по всей расчетной области. 

Анализ результатов 

Наивысшую точность (погрешность порядка 10−5 ) демонстрирует 

метод Рунге-Кутты 4-го порядка, что объясняется его высоким порядком 

аппроксимации. Методы Кранка-Николсон и линий обеспечивают 

погрешность порядка 10−3 − 10−4 ), что достаточно для большинства 

практических приложений. Явный метод Эйлера имеет наименьшую 

точность (погрешность порядка 10−2) [3]. Метод Кранка-Николсон показал 

наилучшее соотношение точности и времени расчета (погрешность 

8.76 × 10−4) при времени расчета 8.7 с). Несмотря на высокую точность, 

метод Рунге-Кутты 4-го порядка требует меньшего шага по времени и, 

соответственно, большего времени расчета. Неявные схемы с методом 

Ньютона требуют существенно больших вычислительных ресурсов, что 

снижает их практическую применимость [7]. Все исследованные методы 

адекватно воспроизводят качественное поведение решений, описанное в 

статье [1]. Наилучшее количественное согласование по амплитуде волны 

(расхождение 0.2%) и скорости перемещения (расхождение 0.15%) 

продемонстрировал метод Рунге-Кутты 4-го порядка. Метод линий 

продемонстрировал наивысшую устойчивость к вариации параметров 

задачи, особенно в случаях с малыми значениями вязкости 𝜈 ≺ 0.1, когда 

другие методы проявляют склонность к возникновению численных 

осцилляций [4]. 

Заключение 
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Проведенное исследование подтвердило высокую эффективность 

рассмотренных вычислительных методов при описании эволюции 

нелинейных волновых явлений, моделируемых уравнением Бюргерса. Для 

задач, требующих высокой точности, рекомендуется применение метода 

Рунге-Кутты 4-го порядка, в то время как для инженерных расчетов 

оптимальным по соотношению точности и вычислительных затрат является 

метод Кранка-Николсон. Метод линий демонстрирует преимущества при 

решении задач с сильно меняющимися параметрами и в случаях, когда 

заранее неизвестен характер решения. 

Перспективы дальнейших исследований включают разработку гибридных 

численных алгоритмов, сочетающих преимущества рассмотренных методов, 

и учет дополнительных физических факторов, таких как переменные 

коэффициенты переноса, многомерность и более сложные нелинейности, 

что позволит повысить точность и эффективность моделирования сложных 

нелинейных процессов в физике плазмы и акустике. 
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