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Введение 

В математике, физике, инженерии и экономике часто возникают задачи, 

требующие решения нелинейных уравнений или систем подобным ним. В от-

личие от линейных случаев, где существуют прямые методы решения, нели-

нейные задачи, как правило, не имеют аналитического решения в замкнутой 

форме. Это привело к развитию численных методов - алгоритмов, позволяю-

щих находить приближенные решения с заданной точностью. Среди множества 

численных методов особое место занимает метод Ньютона-Рафсона (также из-

вестный как метод Ньютона или метод касательных), отличающийся высокой 

скоростью сходимости и относительной простотой реализации. 

Метод Ньютона-Рафсона является итерационным алгоритмом, то есть он 

генерирует последовательность приближений, которая, при определенных 

условиях, сходится к точному решению. Основная идея метода заключается в 

линеаризации функции на каждом шаге: сложная нелинейная функция аппрок-

симируется своей касательной, а корень этой линейной аппроксимации прини-

мается за следующее приближение. 

В данной статье будут подробно рассмотрены теоретические основы ме-

тода для уравнений с одной переменной, его обобщение на системы нелиней-

ных уравнений, практический пример применения, обсуждение преимуществ 

и ограничений, а также условия сходимости. 

Актуальность 

Метод Ньютона-Рафсона сохраняет фундаментальную значимость в со-

временных научных и инженерных вычислениях. Его высокая скорость сходи-

мости делает его незаменимым инструментом в задачах оптимизации, машин-

ного обучения, компьютерного моделирования и анализа данных. Понимание 

этого метода лежит в основе многих алгоритмов, решающих сложные нелиней-

ные задачи в реальных технических и экономических системах. 

1. Теоретические основы метода для одного уравнения 
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Рассмотрим уравнение вида: 

𝑓(𝑥) = 0, 

где 𝑓(𝑥)- дифференцируемая функция. Предположим, что нам известно неко-

торое начальное приближение 𝑥0 к корню 𝑥∗. Разложим функцию 𝑓(𝑥) в ряд 

Тейлора в окрестности точки 𝑥0: 

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥0) + 𝑓′(𝑥0)(𝑥 − 𝑥0) + 𝑂((𝑥 − 𝑥0)
2). 

Если отбросить члены высшего порядка малости и приравнять линейное 

приближение к нулю, получим: 

𝑓(𝑥0) + 𝑓′(𝑥0)(𝑥 − 𝑥0) = 0. 

Решая это линейное уравнение относительно 𝑥, находим следующее при-

ближение: 

𝑥1 = 𝑥0 −
𝑓(𝑥0)

𝑓′(𝑥0)
. 

Эта формула является ядром метода Ньютона-Рафсона. Общая итераци-

онная формула записывается как: 

𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 −
𝑓(𝑥𝑛)

𝑓′(𝑥𝑛)
, 𝑛 = 0,1,2, … 

Геометрическая интерпретация метода наглядна: на каждом шаге мы про-

водим касательную к графику функции 𝑦 = 𝑓(𝑥) в точке (𝑥𝑛, 𝑓(𝑥𝑛)) и находим 

точку пересечения этой касательной с осью абсцисс. Эта точка и становится 

следующим приближением 𝑥𝑛+1. 

2. Обобщение на системы нелинейных уравнений 

Метод Ньютона естественным образом обобщается на случай системы 𝑚 

нелинейных уравнений с 𝑚 неизвестными: 

{

𝑓1(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑚) = 0,
𝑓2(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑚) = 0,

⋮
𝑓𝑚(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑚) = 0.

 

Введем вектор неизвестных 𝐱 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑚)
𝑇 и вектор-функцию 

𝐅(𝐱) = (𝑓1(𝐱), 𝑓2(𝐱), … , 𝑓𝑚(𝐱))
𝑇. Тогда систему можно записать в компактном 

виде: 

𝐅(𝐱) = 𝟎. 

Аналогом производной в многомерном случае является матрица Якоби 

𝐽(𝐱) - матрица, составленная из частных производных: 
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𝐽(𝐱) = (

∂𝑓1
∂𝑥1

∂𝑓1
∂𝑥2

…
∂𝑓1
∂𝑥𝑚

∂𝑓2
∂𝑥1

∂𝑓2
∂𝑥2

…
∂𝑓2
∂𝑥𝑚

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
∂𝑓𝑚
∂𝑥1

∂𝑓𝑚
∂𝑥2

…
∂𝑓𝑚
∂𝑥𝑚

). 

Разложение в ряд Тейлора для вектор-функции в окрестности точки 𝐱𝑛 

принимает вид: 

𝐅(𝐱) ≈ 𝐅(𝐱𝑛) + 𝐽(𝐱𝑛)(𝐱 − 𝐱𝑛). 

Приравнивая это приближение к нулю, получаем линейную систему от-

носительно приращения Δ𝐱𝑛 = 𝐱𝑛+1 − 𝐱𝑛: 

𝐽(𝐱𝑛)Δ𝐱𝑛 = −𝐅(𝐱𝑛). 

Таким образом, каждая итерация метода Ньютона для систем состоит из двух 

шагов: 

1. Решить линейную систему 𝐽(𝐱𝑛)Δ𝐱𝑛 = −𝐅(𝐱𝑛) относительно Δ𝐱𝑛. 

2. Обновить приближение: 𝐱𝑛+1 = 𝐱𝑛 + Δ𝐱𝑛. 

3. Пример применения метода (с формулами) 

Рассмотрим практический пример нахождения корня нелинейного урав-

нения с одной переменной. 

Задача: найти положительный корень уравнения: 

𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 2𝑥 − 5 = 0. 

Это уравнение известно как уравнение Рафсона, которое сам Ньютон исполь-

зовал для демонстрации своего метода. 

Решение: 

1. Вычислим производную: 𝑓′(𝑥) = 3𝑥2 − 2. 

2. Выберем начальное приближение. Проанализируем функцию: 𝑓(2) =
8 − 4 − 5 = −1, 𝑓(3) = 27 − 6 − 5 = 16. Корень лежит между 2 и 3. 

Возьмем 𝑥0 = 2. 

3. Применим итерационную формулу Ньютона: 

Итерация 1 (𝑛 = 0): 

𝑓(𝑥0) = 𝑓(2) = 23 − 2 ⋅ 2 − 5 = 8 − 4 − 5 = −1. 
𝑓′(𝑥0) = 3 ⋅ 22 − 2 = 12 − 2 = 10. 
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𝑥1 = 𝑥0 −
𝑓(𝑥0)

𝑓′(𝑥0)
= 2 −

−1

10
= 2 + 0.1 = 2.1. 

Итерация 2 (𝑛 = 1): 

𝑓(𝑥1) = 𝑓(2.1) = (2.1)3 − 2 ⋅ 2.1 − 5 = 9.261 − 4.2 − 5 = 0.061. 
𝑓′(𝑥1) = 3 ⋅ (2.1)2 − 2 = 3 ⋅ 4.41 − 2 = 13.23 − 2 = 11.23. 

𝑥2 = 𝑥1 −
𝑓(𝑥1)

𝑓′(𝑥1)
= 2.1 −

0.061

11.23
≈ 2.1 − 0.00543 ≈ 2.09457. 

Итерация 3 (𝑛 = 2): 

𝑓(𝑥2) ≈ 𝑓(2.09457) = (2.09457)3 − 2 ⋅ 2.09457 − 5 ≈ 9.1896 − 4.18914 − 5
= 0.00046. 

𝑓′(𝑥2) ≈ 3 ⋅ (2.09457)2 − 2 ≈ 3 ⋅ 4.3872 − 2 ≈ 13.1616 − 2 = 11.1616. 

𝑥3 ≈ 2.09457 −
0.00046

11.1616
≈ 2.09457 − 0.000041 ≈ 2.094529. 

Уже после трех итераций мы получили приближение 𝑥3 ≈ 2.094529, ко-

торое с высокой точностью соответствует известному корню 𝑥∗ ≈ 2.094551. 

Метод показал очень быструю сходимость. 

4. Условия сходимости, преимущества и недостатки 

Метод Ньютона-Рафсона обладает квадратичной скоростью сходимости 

в окрестности корня, при выполнении определенных условий. Это означает, 

что число верных знаков примерно удваивается на каждой итерации. Однако 

сходимость гарантирована не всегда. 

Условия сходимости: 

1. Начальное приближение 𝑥0 должно быть достаточно близко к истинному 

корню. 

2. Функция 𝑓(𝑥) должна быть непрерывно дифференцируемой в окрестно-

сти корня. 

3. Производная 𝑓′(𝑥) не должна обращаться в ноль в корне и его окрестно-

сти (𝑓′(𝑥∗) ≠ 0). 

Преимущества метода: 

• Высокая скорость сходимости (квадратичная) при хорошем начальном 

приближении. 

• Относительная простота концепции и реализации для уравнений с 

одной переменной. 
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Недостатки и проблемы: 

• Зависимость от начального приближения. При неудачном выборе 𝑥0 

метод может расходиться или сходиться к другому, нежелательному 

корню. 

• Необходимость вычисления производной. Если производная неиз-

вестна или сложна для вычисления, приходится использовать её числен-

ные аппроксимации (метод секущих - упрощенная модификация). 

• Проблемы, когда 𝑓′(𝑥𝑛) ≈ 0. Если производная близка к нулю, значение 

поправки 
𝑓(𝑥𝑛)

𝑓′(𝑥𝑛)
 может стать очень большим, что уведет итерационный 

процесс далеко от корня. 

• Вычислительная сложность для систем. На каждом шаге требуется 

вычислять матрицу Якоби и решать систему линейных уравнений, что 

может быть ресурсоемко для больших систем. 

5. Модификации метода 

Для преодоления некоторых недостатков классического метода были раз-

работаны его модификации: 

• Метод Ньютона с фиксированным шагом (затухающий метод Нью-

тона): вводится параметр релаксации 𝜆𝑛: 𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 − 𝜆𝑛
𝑓(𝑥𝑛)

𝑓′(𝑥𝑛)
, 0 < 𝜆𝑛 ≤

1. Это помогает стабилизировать сходимость. 

• Метод Ньютона для уравнений с кратным корнем: если 𝑥∗ - корень 

кратности 𝑚, формула модифицируется: 𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 −𝑚
𝑓(𝑥𝑛)

𝑓′(𝑥𝑛)
. 

• Квазиньютоновские методы (например, метод Бройдена): применя-

ются для систем и позволяют избежать трудоемкого вычисления матрицы 

Якоби на каждой итерации, обновляя её приближение по результатам 

предыдущих шагов. 

Заключение 

Метод Ньютона-Рафсона остается одним из краеугольных камней вычис-

лительной математики. Его элегантность, основанная на принципе линеариза-

ции, в сочетании с феноменальной скоростью сходимости, делает его первым 

кандидатом для решения многих нелинейных задач. Несмотря на свои ограни-

чения, такие как чувствительность к начальному приближению и необходи-

мость вычисления производных, он служит основой для целого семейства бо-

лее сложных и устойчивых алгоритмов. Понимание работы этого метода явля-

ется обязательным для любого специалиста, занимающегося численными ме-

тодами, и иллюстрирует мощный подход к решению сложных проблем через 

их последовательное упрощение. 
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