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Работа посвящена математическому и компьютерному моделированию 

распространения загрязнений от точечных источников. При этом использует-

ся модель турбулентной диффузии, которая является частью группы моделей, 

описывающих рассеивания примесей в атмосфере. Уравнение имеет вид 
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где C  – концентрация примеси, г/м3; 

, ,u v   – скорость переноса вещества (атмосферный ветер) вдоль 

направлений , ,x y z , м/с; 

, ,x y zD D D
 
– коэффициенты диффузии вдоль направлений , ,x y z , м2/с 

На плоскости уравнение (1) запишется в виде 
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После переноса слагаемых его можно представить следующим образом: 
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Условно в правой части уравнения можно выделить две части: конвек-

цию и диффузию. Конвекцией является  
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диффузия – это 
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Для численного решения уравнения можно использовать метод сеток. 

Для этого необходимо каждый член (2.1) аппроксимировать соответствующей 

разностной схемой. 

Для конвекции (3) принято использовать «upwind schemes» (в переводе 

с английского – «схемы для наветренной стороны»). Смысл этих схем состоит 

в том, чтобы использовать правостороннюю разностную схему при ветре 

больше нуля (т.е. когда ветер дует на запад) и левостороннюю в ином случае. 

Для использования метода сеток введём двумерную сетку размерности 

n на m с постоянными шагами по x  и y , равными xh  и 
yh  соответственно. 

С учетом вышесказанного, разностная схема для (3) примет вид 

 

 
( 1) ( 1)

, , 0

t t t t

ij i j ij i j

x y

C C C CC C
u v u v при u v
x y h h

− −− − 
− − = − − 
 

, (5) 

 

где 
t

ijC  – концентрация вещества в момент времени t в точке (i, j), г/м2; 

( 1)

t

i jC − – концентрация вещества в момент t в точке (i – 1, j), г/м2; 

( 1)

t

i jC − – концентрация вещества в момент t в точке (i, j – 1), г/м2; 

hx, hy – шаг сетки вдоль x  и y  соответственно; 

,u v  – средний ветер вдоль x  и y  соответственно, м/c. 

Отрицательная скорость ветра в уравнении (5) свидетельствует о его 

обратном направлении. 

Диффузионная часть (4) аппроксимируется трёхточечной разностной 

схемой 
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где 
t

ijC  – концентрация вещества в момент времени t  в точке ( ),i j ,
 
г/м2; 

( 1)

t

i jC − – концентрация вещества в момент t  в точке ( )1,i j− , г/м2; 

( 1)

t

i jC − – концентрация вещества в момент t  в точке ( ), 1i j − , г/м2; 

( 1)

t

i jC + – концентрация вещества в момент t  в точке ( )1,i j+ , г/м2; 

( 1)

t

i jC + – концентрация вещества в момент t  в точке ( ), 1i j + , г/м2; 

,x yh h  – шаг сетки вдоль x и y соответственно; 

,x yD D – коэффициенты диффузии вдоль x  и y  соответственно. 
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Тогда уравнение (2.2) примет вид 
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Производная 
C

t




 также может быть представлена разностной схемой, в 

результате чего (7.1) запишется как 
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Отсюда 
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В итоге, получена разностная схема для исходного уравнения. Для ее 

решения необходимы начальные условия, которые можно представить мно-

жеством точек 

 

  0 ,ijC  (8) 

 

где 
0

ijC  – значение концентрации вещества в момент времени 0 в точке ( ),i j . 

Граничные условия необходимы для получения решения на границах 

сетки. Граничные условия можно задать константой, в таком случае гранич-

ные значения будут фиксированы. Такие условия называются граничными 

условиями Дирихле. 
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Необходимым условием устойчивости решения в явных разностных 

схемах является критерий Куранта – Фридрихса – Леви (критерий КФЛ). В 

общем виде он выглядит следующим образом: 

 

 
max

1

,

i

n
i

t

i x

u
C h C

h=

 
=  

 
 
  (9) 

 

где C  – значение критерия; 

th – шаг по времени; 

iu – коэффициент перед частной производной (в рассматриваемой мо-

дели – по конвекции 
C
u
x



  
или 

C
v

y



  

это будет u или v ); 

ix
h – шаг по оси для соответствующей частной производной; 

n  – количество элементов в модели; 

maxC  – максимальное значения критерия, для явных схем берётся рав-

ным единице. 

В исследуемой модели две части: конвекция (3) и диффузия (4), каждая 

часть содержит по два элемента. Следовательно, критерий примет вид 
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Отсюда можно выразить необходимый шаг по времени: 
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Согласно теореме Лакса, устойчивость является необходимым и доста-

точным условием сходимости решения в разностных схемах, соответственно, 

если критерий КФЛ будет выполняться, то схема будет сходиться. 

Программная реализация модели проводилась с помощью языка python 

версии 3.12, использовались библиотеки matplotlib и numpy.  

Входные параметры программы включают в себя размер области по x  

и y , шаги, время моделирования, среднюю скорость ветра, коэффициенты 

диффузии. В качестве примера было смоделировано рассеивание примеси со 

следующими параметрами: время – 60 секунд, скорость ветра вдоль X – 2 м/с, 

вдоль Y – 5 м/с, размер области – 50 м на 50 м, шаг по X и Y равен единице, 

шаг по времени 0.1, коэффициенты дисперсии равны 0.5. Использовался по-

стоянный источник, генерирующий 1 г/м2 загрязнения каждую 0.1 секунды. 

Результат моделирования представлен на рисунке 1. 
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Рисунок 1. Результат моделирования 

 

На рисунке 1 также отмечено направление ветра в каждой точке и при-

ведена шкала концентрации (в г/м2). Шкала концентрации размечается от 0 до 

1, однако концентрация в источнике загрязнения немногим больше единицы 

(примерно 1.253 г/м2). Использовалась простая двумерная растеризация, каж-

дый пиксель (всего их 250) является квадратом со стороной 1 м, его цвет 

отображает концентрацию вещества (г/м2). 

В результате проведенного исследования была построена модель, поз-

воляющая численно решать уравнения турбулентной диффузии на плоскости 

и визуализировать полученные результаты. 
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