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Впервые барицентрические координаты были введены Августом Фер-

динандом Мёбиусом в 1827 году, когда он рассматривал задачу, какие рас-

сматривая задачу, какие массы нужно поместить в вершины данного тре-

угольника, чтобы данная точка была центром тяжести этих масс (Рис.1)     

 
Рис. 1 

 

а1, а2, а3 – вершины которым сообщается масса 

Х – центр тяжести масс 

Центр тяжести (центр масс) системы материальных точек называют ба-

рицентром. Барицентрические же координаты – это координаты точки отно-

сительно системы координат, начало которой находится в центре тяжести си-

стемы. 

Рассмотрим следующие теоремы: 

Теорема 1: Пусть на прямой даны различные точки А1 и А2. Тогда лю-

бая точка А этой прямой имеет барицентрические координаты относительно 

точек А1 и А2 (можно подобрать такие числа 1  и 2 , чтобы точка А была 

центром масс точек 11А  и 22А ). 

Доказательство: 

1) Если А лежит на отрезке А1А2, то барицентрическими координа-

тами точки А будет пара ( ), 21  , где 2211 АА,АА == , что следует из 

свойства центра тяжести. 
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2) Если А лежит на продолжении А1А2 за точку А1 (или А2), то бари-

центрическими координатами точки А будет пара ( ), 21  , где 

2211 АА,АА =−= , что следует из свойства центра тяжести. 

3) Если А=А1 (или А=А2), то барицентрическими координатами точ-

ки А будет пара ),( 21  , где 01   — любое число, а 02 =  (в случае А=А2 

— наоборот). Теорема 1 доказана. 

Теорема 2: Пусть на плоскости фиксирован невырожденный 321 ААА . 

Тогда любая точка А этой плоскости имеет барицентрические координаты 

относительно 321 ААА . 

Доказательство: Очевидно, что либо АА1//A2A3, либо АА2//A1A3, либо 

AA3//A1A2. Пусть для определённости АА1//A2A3. Пусть ВАААА 321 = . По 

теореме 1 точка В имеет барицентрические координаты ),( 21   относительно 

точек А2 и А3, а точка А имеет барицентрические координаты ),( 21    относи-

тельно точек А1 и В. Тогда точка А имеет барицентрические координаты 

),,( 321   относительно 321 ААА , где )( 2111 += , 122 = 223 = . 

Теорема 2 доказана. 

Теорема 3: Пусть на плоскости фиксирован невырожденный 321 ААА . 

Тогда, если тройка чисел ),,( 321   является барицентрическими координа-

тами точки К относительно этого треугольника, то тройка чисел 

)k,k,k( 321   при любом 0k   так же является этого треугольника. 

Доказательство: ++=++ 2211332211 KAKA(kKAkKAkKAk  

0)KA33 =+ , так как 0KAKAKA 332211 =++ . Значит тройка чисел 

)k,k,k( 321   — барицентрические координаты точки К относительно 

321 ААА . Теорема 3 доказана. 

Теорема 4: Пусть на плоскости фиксирован невырожденный 321 ААА . 

Тогда, если тройки чисел ),,( 321   и ),,( 321  являются одновременно ба-

рицентрическими координатами точки К относительно этого треугольника, то 

можно подобрать такое 0k  , что 11 k= , 22 k= , 33 k= . 

Доказательство: Одно из чисел 1 , 2  или 3  не равно 0. Пусть 

01  . Тогда очевидно, что 32ААК , то есть, 32 KA//KA . Если 01 = , то 

32ААК , что противоречит вышесказанному, то есть, 01  . Пусть 11 k= , 

22 x= , а 33 y= . 

Тогда 1133221332211 KA(kKAyKAxKAkKAKAKA =+++=++  

0KA)ky(KA)kx()KAKA 323322 =−+−+++ , то есть, 32 KA)yk(KA)kx( −=− , 

что может быть лишь при  k=x=y. Теорема 4 доказана. 

Теперь рассмотрим решение задач: 

Задача 1: Дан 321 ААА , 132 аАА = , 231 аАА = , 321 аАА = . Найти бари-

центрические координаты центра вписанной окружности 321 ААА . 
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Решение. Рассмотрим систему материальных точек а1А1, а2А2, а3А3. Из 

свойства медианы и свойства 2 следует, что центр масс точек а1А1 и а2А2 — 

точка пересечения А1А2 и биссектрисы 3А , т.е. центр масс системы лежит 

на биссектрисе 3А . Аналогично он лежит на биссектрисах других углов, т.е. 

совпадает с центром вписанной окружности 321 ААА . Следовательно бари-

центрические координаты центра вписанной окружности 321 ААА  относи-

тельно этого треугольника — это тройка чисел (а1, а2, а3). Задача 1 решена. 

Задача 2 (прямая Гаусса): Прямая пересекает стороны АВ, ВС и про-

должение стороны АС в точках D, E и F соответственно. Докажите, что сере-

дины отрезков СD, AE и BF лежат на одной прямой (рис. 2). 

 
Рис. 2 

 

Решение. Пусть =
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. Барицентрические координаты середины отрезка DC рав-

ны )1,,1( + . Действительно центр масс точек 1А и В  — точка D, т.е. центр 

масс системы точек 1А, В, )1( + С совпадает с центром масс точек С)1( +  
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Значит, середина отрезка BF лежит на прямой, проходящей через середины 

отрезков AE и CD. Задача 2 решена. 
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Задача 3: Дан 321 ААА . А1А2=а3, А1А3=а2, А2А3=а1. А1L — биссектриса 

)AAL(А 321  , A1L пересекает описанную около 321 ААА  окружность в 

точке N )AN( 1 . Найти .
NA

LN

1

 

Решение. Очевидно, что барицентрические координаты точки А1 равны 

(1, 0, 0), а барицентрические координаты точки L — (0, а2, а3). Поэтому урав-

нение биссектрисы 1А  будет выглядеть так: 

0xaxaxa0xa1x00xa0x00xа1 23321223313232 =−=−−−++ , 

т.е. 2
2

3
3 x

a

a
x = . Пусть барицентрические координаты точки N равны       (x1, x2, 

x3), тогда, учитывая (1), получаем систему уравнений: 
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Поставив второе равенство в первое, получим: 
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точек x1A1, x2A2, x3A3 совпадает с центром масс точек x1A1 и (x2+x3)L, поэто-

му 
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решена. 
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