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В данной работе исследуем математическую модель национальной эко-

номики, носящую в научной литературе название модели Самуэльсона-Хикса 

и задаваемую системой разностных уравнениями (РУ) вида [1] 

)( 12 ttt YYI −= ++  , baYC tt +=+1 , ttt CIY += ( 0,1,...)t = ,        (1) 

где соответственно показатели tI , tY  и tC  – это инвестиции, национальный 

доход (валовый выпуск) и потребление в период t , а параметры 0  – фактор 

акселерации, 10  a  – склонность к потреблению, 0b  – базовое потребле-

ние. 

При подстановке 1-го и 2-го уравнения (1) в 3-е равенство, запишем: 

𝑌𝑡 = 𝑣(𝑌𝑡−1 − 𝑌𝑡−2) +  𝑎 𝑌𝑡−1 +  𝑏 = (𝛼 + 𝑣)𝑌𝑡−1 − 𝑣𝑌𝑡−2 + 𝑏. 

В итоге уравнение динамики национального дохода задается в виде РУ 

2-го порядка 

𝑦𝑡 = (𝑎 + 𝑣)𝑦𝑡−1 − 𝑣𝑦𝑡−2 + 𝑏, 𝑡 = 2,3…      (2) 

Найдем явную формулу для национального дохода 𝑦𝑡. Для простоты и 

наглядности излагаемый здесь алгоритм решения уравнения (2) проиллю-

стрируем на модельных данных, удовлетворяющих условиям: 

1/ 4; 3v a v v= + = ; 
0 15 / 2 3; 4; 2b y y= − = = . 

Из 2-го условия следует, что 

𝑎 + 𝑣 = √3𝑣 = √3 ×
1

4
=

√3

2
, или 𝑎 =

√3

2
−
1

4
. 

Подставляя значения параметров в РУ (2), запишем 

𝑦𝑡 =
√3

2
𝑦𝑡−1 −

1

4
𝑦𝑡−2 + (

5

2
− √3) , 𝑡 = 2,3…   (2’) 

Согласно [2], характеристическое уравнение, соответствующее РУ (2), 

имеет вид: 

ℷ2 = (𝑎 + 𝑣)ℷ − 𝑣.    (3) 

Тогда решение уравнения (2) определяется выражением 

1 1 2 2
t t tY С   = + + , ,...1,0=t ,    (4) 

где 𝐶 = 𝑏/(1 − ∑ 𝑎𝑙)
𝑘−1
𝚤=0 , la  - коэффициенты РУ (2), k=2 – порядок РУ (2), 
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1,2 ( ) 2a i D = +  − , корни характеристическое уравнения (3), 1i = −  – 

мнимая единица, дискриминант уравнения (3) равен  4)( 2 −+= aD . Под-

ставляя исходные значения параметров, запишем характеристическое уравне-

ние (3) примет вид 

ℷ2 =
√3

2
ℷ −

1

4
   или   ℷ2 −

√3

2
ℷ +

1

4
= 0. 

При этом 

D=(
√3

2
)
2

− 4 ∙ 1 ∙
1

4
=

3

4
− 1 = −

1

4
< 0. 

Найдем корни характеристического уравнения: 

ℷ1 =
(

√3

2
+
ı

2
)

2
=

√3

4
+
1

4
i;      ℷ2 =

√3

4
−
1

4
i. 

Поскольку 

𝑎0 = 𝑎 + 𝑣 =
√3

2
;    𝑎1 = −𝑣 = −

1

4
; 

    𝑎0 + 𝑎1 = ∑ 𝑎1 =
√3

2
−
1

4
≠ 1𝑘−1

𝚤=0 , 

то 

𝑐 = 𝑏/(1 − ∑ 𝑎1) 
𝑘−1
𝚤=0 =

5

2
−√3

1−(
√3

2
−
1

4
)
=

5

2
−√3

5

4
−
√3

2

=
2(
5

4
−
√3

2
)

5

4
−
√3

2

= 2 .  

Итак, С=2. 

Тогда, в соответствии с выражением (4), получаем явную формулу для 

национального дохода 𝑦𝑡: 

𝑦𝑡 = 𝛼1 (
√3

4
+

𝚤

4
)
𝑡

+ 𝛼2 (
√3

4
−

𝚤

4
)
𝑡

+ 2,    𝑡 = 0,1… ,      (5) 

где 𝛼1, 𝛼2 𝜖 С – комплексные коэффициенты. Преобразуем выражение (5), 

представив комплексные корни ℷ1, ℷ2  в тригонометрической форме: 

{
ℷ1 = 𝐴 + i𝐵 = 𝑟(𝑐𝑜𝑠𝜑 + i𝑠𝑖𝑛𝜑)
ℷ2 = 𝐴 − i𝐵 = 𝑟(𝑐𝑜𝑠𝜑 − i𝑠𝑖𝑛𝜑)

,               (6) 

где 

{
𝑟 = √𝐴2 + 𝐵2

𝑡𝑔𝜑 =
𝐵

𝐴

      (7) 

С учетом (6), (7) запишем  

ℷ1 =
√3

4
+
𝚤

4
= 𝐴 + i𝐵,   

то есть 

  

{
 

 𝐴 =
√3

4

𝐵 =
1

4

,  

откуда 
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 𝑟 = √
3

16
+

1

16
=

1

2
. 

Так как 

𝑐𝑜𝑠𝜑 =
𝐴

𝑟
=

√3

4
1

2

=
√3

2
> 0 и 𝑠𝑖𝑛𝜑 =

𝐵

𝑟
=

1

4
1

2

=
1

2
> 0,  

то 

𝜑 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 (
1

√3
) =

𝜋

6
. 

Т.о., 𝑟 =
1

2
;   𝜑 =

𝜋

6
,   поэтому найдем 

ℷ1 =
1

2
(cos (

𝜋

6
) + i sin (

𝜋

6
)) ;  ℷ2 =

1

2
(cos (

𝜋

6
) − i sin (

𝜋

6
)). 

Тогда выражение (5), в силу формулы Эйлера  

cos sin ii e  + = , 

примет вид: 

𝑦𝑡 = 𝛼1((
1

2
(cos (

𝜋

6
) + i sin (

𝜋

6
))

𝑡
+ 

+𝛼2 (
1

2
(cos (

𝜋

6
) − i sin (

𝜋

6
))

𝑡
+ 2   𝑡 = 0,1, . .                      (8) 

Применяя формулу Муавра 

( )[cos sin ] [cos sin ] ( 0,1,...)
t tr i r t i t t   + = + = , 

перепишем выражение (8) в виде 

𝑦𝑡 = 𝛼1 (
1

2
)
𝑡
(cos (

𝜋𝑡

6
) + i sin (

𝜋𝑡

6
)) + 𝛼2 (

1

2
)
𝑡

(cos (
𝜋𝑡

6
) − i sin (

𝜋𝑡

6
)) + 2.   (8’) 

Отметим, что в общем виде при D<0  формула (4) для 𝑦𝑡 имеет вид: 

𝑦𝑡 = 𝑟𝑡(𝛼1(𝑐𝑜𝑠𝜑𝑡 + i𝑠𝑖𝑛𝜑𝑡) + 𝛼2(𝑐𝑜𝑠𝜑𝑡 − i𝑠𝑖𝑛𝜑𝑡)) + 𝐶, 𝑡 = 0,1…    (9) 

Т.к. 𝛼1, 𝛼2 – комплексные числа, то их можно представить в следующей фор-

ме: 

{
𝛼1 = С1 + i𝑑1
𝛼2 = 𝐶2 + i𝑑2,

         (10) 

где С1, 𝐶2, 𝑑1,𝑑2 ∈ ℛ -  вещественные числа. 

Подставляя (10) в (9), получим: 

𝑦𝑡 = 𝑟𝑡({С1 + i𝑑1}(𝑐𝑜𝑠𝜑𝑡 + i𝑠𝑖𝑛𝜑𝑡) + {𝐶2 + i𝑑2}(𝑐𝑜𝑠𝜑𝑡 − i𝑠𝑖𝑛𝜑𝑡)) + 𝐶= 

= 𝑟𝑡[{(С1𝑐𝑜𝑠𝜑𝑡 − 𝑑1𝑠𝑖𝑛𝜑𝑡) + (𝐶2𝑐𝑜𝑠𝜑𝑡 + 𝑑2𝑠𝑖𝑛𝜑𝑡)} + 

+𝑖{(С1𝑠𝑖𝑛𝜑𝑡 + 𝑑1𝑐𝑜𝑠𝜑𝑡) + (−𝐶2𝑠𝑖𝑛𝜑𝑡 + 𝑑2𝑐𝑜𝑠𝜑𝑡)}] + 𝐶 =
= 𝑟𝑡[{(𝐶1 + 𝐶2)𝑐𝑜𝑠𝜑𝑡 + (𝑑2 − 𝑑1)𝑠𝑖𝑛𝜑𝑡} + 

+𝑖{(𝑑1 + 𝑑2)𝑐𝑜𝑠𝜑𝑡 + (С1 − 𝐶2)𝑠𝑖𝑛𝜑𝑡}] + 𝐶. 

Т.о., получили 

𝑦𝑡 = 𝑟𝑡[{(С1 + 𝐶2)𝑐𝑜𝑠𝜑𝑡 + (𝑑2 − 𝑑1)𝑠𝑖𝑛𝜑𝑡} + 

+𝑖{(𝑑1 + 𝑑2)𝑐𝑜𝑠𝜑𝑡 + (С1 − 𝐶2)𝑠𝑖𝑛𝜑𝑡}] + 𝐶.     (9’) 

Т.к. 𝐶, 𝑦𝑡 ∈ ℛ  ∀𝑡 = 0,1…, то 
(𝑑1 + 𝑑2)𝑐𝑜𝑠𝜑𝑡 + (С1 − 𝐶2)𝑠𝑖𝑛𝜑𝑡 = 0 ∀𝑡 = 0,1…   (11) 

Подставляя в (11) 𝑡 = 0, получим 

 𝑑1 + 𝑑2 = 0,  т.е. 𝑑2 = −𝑑1      (12) 
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откуда следует, в силу (11), что (С1 − 𝐶2)𝑠𝑖𝑛𝜑𝑡 = 0  ∀𝑡 = 0,1… 

Подставляя в последнее равенство 𝑡 = 1, получим: 

(С1 − 𝐶2)𝑠𝑖𝑛𝜑 = 0, что равносильно С1 = 𝐶2 или 𝑠𝑖𝑛𝜑 = 0. 

Если 𝑠𝑖𝑛𝜑 = 0 , то ℷ1 = ℷ2 = ℷ1, т. е.  ℷ1 = ℷ2 ∈ ℛ- вещественные корни. Сле-

довательно, 𝐷 = 0, а это противоречит тому, что 𝐷 < 0. Поэтому 𝑠𝑖𝑛𝜑 ≠ 0 и 

тогда 

 С1 = 𝐶2.       (13) 

С учетом  (12) и (13) (9’) перепишем следующим образом: 

𝑦𝑡 = 𝑟𝑡(2С1𝑐𝑜𝑠𝜑𝑡 − 2𝑑1𝑠𝑖𝑛𝜑𝑡) + 𝐶 , 𝑡 = 0,1,2, …, 

или, обозначая для единообразия 𝛼1 = 2С1;    𝛼2 = −2𝑑1, получаем 

𝑦𝑡 = 𝑟𝑡(𝛼1𝑐𝑜𝑠𝜑𝑡 + 𝛼2𝑠𝑖𝑛𝜑𝑡) + 𝐶 , 𝑡 = 0,1,…  (14) 

Т.о., формула (14) дает решение уравнения (2) при условии, что дис-

криминант  

D= (𝑎 + 𝑣)2 − 4𝑣 < 0, 
где r и 𝜑  определяются из (7). 

Подставляя в (14)  𝑟 =
1

2
  и   𝜑 =

𝜋

6
 , получим: 

𝑦𝑡 = (
1

2
)
𝑡

(𝛼1 cos (
𝜋

6
) 𝑡 + 𝛼2 sin (

𝜋

6
) 𝑡) + 2, 𝑡 = 0,1,…    (15) 

Найдем коэффициенты 𝛼1 и 𝛼2.  

При 𝑡 = 0 из (15) имеем: 𝑦0 = 𝛼1 + 2 = 4,   откуда 𝛼1 = 2.  
Тогда при 𝑡 = 1 из (15) получим 

𝑦1 =
1

2
(2 cos (

𝜋

6
) + 𝛼2 sin (

𝜋

6
)) + 2 = 2, 

откуда следует 

𝛼2 = −2√3 , 

поэтому (15) примет вид: 

𝑦𝑡 = (
1

2
)
𝑡

(2 cos (
𝜋𝑡

6
) − 2√3 sin (

𝜋𝑡

6
)) + 2 , 𝑡 = 0,1… 

Последнюю формулу перепишем так: 

𝑦𝑡 = 4(
1

2
)
𝑡

(
1

2
cos (

𝜋𝑡

6
) −

√3

2
sin (

𝜋𝑡

6
)) + 2  

или так как 

sin (
𝜋

6
) =

1

2
; cos (

𝜋

6
) =

√3

2
, 

в следующей форме: 

𝑦𝑡 = 𝜑(
1

2
)
𝑡

(sin (
𝜋

6
) cos (

𝜋𝑡

6
) − cos (

𝜋

6
) sin (

𝜋𝑡

6
)) + 2 

или, учитывая тождество 

𝑠𝑖𝑛𝛼𝑐𝑜𝑠𝛼 − 𝑐𝑜𝑠𝛼𝑠𝑖𝑛𝛼 = sin(𝛼 − 𝛽) ,     где 𝛼 =
𝜋

6
;  𝛽 =

𝜋𝑡

6
,   

получим 

𝑦𝑡 = 4(
1

2
)
𝑡

(sin (
𝜋

6
) cos (

𝜋𝑡

6
) − cos (

𝜋

6
) sin (

𝜋𝑡

6
)) + 2=4(

1

2
)
t
𝑠𝑖𝑛 (

𝜋

6
−
𝜋𝑡

6
) + 2 = 
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= 2 − 4(
1

2
)
𝑡
sin (

𝜋(𝑡−1)

6
) = 2 (1 − (

1

2
)
𝑡−1

sin (
𝜋(𝑡−1)

6
)). 

Т.о., окончательно получаем: 

𝑦𝑡 = 2(1 − (
1

2
)
𝑡−1

sin (
𝜋(𝑡−1)

6
)) 𝑡 = 0,1,2                     (16) 

В частности, например, при t=10  по формуле (16) найдем уровень нацио-

нального дохода через 10 периодов: 

 
Рис.1. График зависимости уровня национального дохода от периода t. 

 

𝑦𝑡 = 2(1 − (
1

2
)
𝑡−1

sin (
𝜋(𝑡−1)

6
))     𝑡 = 0,1,2… 

𝑦10 = 2(1 − (
1

2
)
9
sin (

9𝜋

6
)) = 2 (1 − (

1

2
)
9
sin (

3𝜋

2
)) = 2 (1 + (

1

2
)
9

) = 2 +

+(
1

2
)
8
= 2

1

256
=

513

256
≈ 2,004. 

Т.о.   𝑦10 ≈ 2,004. 

Отметим, что график зависимости уровня национального дохода от пе-

риода t, задаваемой выражением (16), приведен на рис. 1. Он имеет вид зату-

хающих по амплитуде колебаний национального дохода. Это объясняется, 

тем, что показатель 𝑟 =
1

2
< 1. 
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