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Актуальность применения математических моделей к прогнозу 

динамики экономической деятельности не вызывает сомнений. В данной 

статье исследуется на конкретных числовых данных одна из таких моделей - 

модель Самуэльсона-Хикса (описанная в работе [1]), применяемая для 

описания колебаний деловой активности, уровня национального дохода и 

других показателей в условиях экономического роста. Далее будет рассмотрен 

подход, использующий дифференциальное исчисление для расчета 

максимального и минимального уровней национального дохода на основе 

указанной модели. 

Предполагается в дальнейшем, что инвестиции 𝐼𝑡
 
пропорциональны 

приросту валового выпуска Yt с коэффициентом пропорциональности 

(фактором акселерации) v, а потребление Ct является линейной функцией от 

валового выпуска с запаздыванием в 1 год. Тогда уравнения динамики 

инвестиций и потребления примут следующий вид: 

𝐼𝑡 = 𝑉(𝑌𝑡−1 − 𝑌𝑡−2), t = 2, 3, …                                 (1) 

Ct =  𝛼 𝑌𝑡−1 +  𝛽, t = 1, 2, …,                                      (2) 

где t –дискретное время, измеряемое в годах. Учитывая условие бюджетного 

баланса (равновесия спроса и предложения), запишем уравнение 

𝑌𝑡 = 𝐼𝑡 + Ct, t = 0,1,2, … (3) 

Подставляя уравнения (1) и (2) в равенство (3), получим: 

𝑌𝑡 = 𝑉(𝑌𝑡−1 − 𝑌𝑡−2) +  𝛼 𝑌𝑡−1 +  𝛽 = (𝛼 + 𝑉)𝑌𝑡−1 − 𝑉𝑌𝑡−2 + 𝛽. 

Таким образом,  

𝑌𝑡 = (𝛼 + 𝑉)𝑌𝑡−1 − 𝑉𝑌𝑡−2 + 𝛽, t = 2,3, …                  (4)  

– уравнение динамики валового выпуска, являющееся разностным уравнением 

второго порядка. 

Рассмотрим для примера следующие модельные значения параметров в 

(1)-(3): при V = 0,25, α = 0,775; β = 1,8 и валовых выпусках в моменты t=0 и t=1, 

равных соответственно 𝑌0 = 8 и 𝑌1 = 10. С учетом перечисленных исходных 

данных найдем уравнение динамики национального дохода (валового 
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выпуска) 𝑌𝑡, а также максимальный и минимальный уровень национального 

дохода 𝑌𝑚𝑎𝑥 и 𝑌𝑚𝑖𝑛 соответственно для любого t ≥ 0. Для этого получим явную 

формулу для 𝑌𝑡. Подставляя указанные выше значения параметров модели (1)-

(3), перепишем уравнение (4) в виде: 

𝑌𝑡+2 = 1,025𝑌𝑡+1 − 0,25𝑌𝑡 + 1,8; t=0,1, …                        (4’) 

Тогда, согласно [2], соответствующее уравнению динамики (4’) 

характеристическое уравнение  запишем в следующей форме: 

𝜆2 = 1,025 𝜆 − 0,25. Следовательно, 

𝜆2 − 1,025 𝜆 + 0,25 = 0.    (5) 

Найдем корни уравнения (5): 

D = (−1,025)2 − 4 × 1 × 0,25 = 0,050625 = (0,225)2 > 0; 

𝜆1 =
1,025 − 0,225

2
= 0,4 =  

2

5
; 

𝜆2 =
1,025 + 0,225

2
= 0,625 =  

5

8
. 

Тогда получим решение разностного уравнения (4’) в виде: 

𝑌𝑡 = 𝛼1(0,4)𝑡 + 𝛼2(0,625)𝑡 + 8, 𝑡 = 0,1 …  (6) 

Подставляя в (6) t=0 и t=1, получим: 

{
𝛼1 + 𝛼2 + 8 = 8                 

0,4𝛼1 + 0,625𝛼2 + 8 = 10
<=> {

𝛼2 = −𝛼1

0,4𝛼1 + 0,625𝛼2 = 2, 

откуда следует, что 

0,4𝛼1 − 0,25𝛼1 = 2 <=> −0,225𝛼1 = 2 => 𝛼1 = −
2

0,225
= −

80

9
 

Таким образом,  𝛼1 = −
80

9
  𝛼2 =

80

9
.  Подставляя найденные значения 𝛼1 и 𝛼2 в 

формулу (6), получим 

𝑌𝑡 =
80

9
[(0,625)𝑡 − 0,4𝑡] + 8, 𝑡 = 0,1,2 …   (7) 

Для нахождения максимального и минимального уровней 

национального дохода 𝑌𝑚𝑎𝑥 и 𝑌𝑚𝑖𝑛  рассмотрим функцию непрерывного 

аргумента 

𝑦 = 𝑓(𝑡) =
80

9
[(0,625)𝑡 − 0,4𝑡] + 8 для 𝑡 ≥ 0. Очевидно, что 

функция 𝑓(𝑡) ∈ 𝑐1 ([0; +∞)) − дифференцируема на интервале [0; +∞). 
Найдём критические точки (возможные точки экстремума) 𝑡0 данной 

функции: 

𝑓′(𝑡) =
80

9
[(0,625)𝑡𝑙𝑛0,625 − 0,4𝑡𝑙𝑛0,4] = 0|: 

80

9
=> 0,625𝑡𝑙𝑛0,625 =

= 0,4𝑡𝑙𝑛0,4 => (
0,625

0,4
)

𝑡

=
𝑙𝑛0,4

𝑙𝑛0,625
=> 𝑡0 =

ln (
𝑙𝑛0,4

𝑙𝑛0,625
)

ln (
25
16)

=   

=
ln (

𝑙𝑛0,4
𝑙𝑛0,625

)

2 ln(1,25)
≈ 1,49588. 
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Таким образом, 𝑡0 ≈ 1,49588 – единственная критическая точка. 

Исследуем знак производной на каждом из промежутков, на которые 

разбивается точкой 𝑡0 область определения рассматриваемой функции 𝑓(𝑡). 

𝐼) 𝑓′(0) =
80

9
[ln(0,625) − ln(0,4)] =

80

9
ln (

0,625

0,4
) =

80

9
ln (

25

16
) =

=
80

9
ln ((

5

4
)

2

) =
160

9
ln(1,25) > 0; т. к 1,25 > 1 и   

ln(1,25) > 𝑙𝑛1 = 0. 

𝐼𝐼) 𝑓′(2) =
80

9
[(

5

8
)

2

ln (
5

8
) − (

2

5
)2 ln (

2

5
)] ≈ −0,329 < 0. 

Следовательно, точка 𝑡0≈1,5 – точка максимума функции 𝑓(𝑡).  

Так как 𝑓′(𝑡) < 0 для любого 0 ≤ 𝑦 < 𝑡0,  
𝑡0 ∈ [1; 2], то на интервале [0; 1] функция 𝑓(𝑡)возрастает, следовательно, 

 𝑌𝑡 ≤ 𝑌1 для любого 𝑡 ∈ [0; 1].             (8)  

Так как 𝑓′(𝑡) < 0 для любого 𝑡 > 𝑡0 при 𝑡 ≥ 2, 
то на интервале [2; +∞] функция 𝑓(𝑡) убывает, следовательно,  

𝑌𝑡 ≥ 𝑌2 для любого 𝑡 ∈ [2; +∞]                 (9) 

Из условий (8) и (9) получим, так как 𝑓(𝑡) −
неприрывная функция, что 

𝑌1 ≤ 𝑌𝑚𝑎𝑥 ≤ 𝑌2 откуда следует, что  𝑌𝑚𝑎𝑥 = max(𝑌1; 𝑌2). 
По формуле (7) найдем 

𝑌2 =
80

9
[0,6252 − 0,42] + 8 =

80

9
[(

5

8
)2 − (

2

5
)

2

] + 8 =
41

20
+ 8 = 10,05,  

т.е. 𝑌𝑚𝑎𝑥 = 𝑌2 = 10,05. 

Найдём теперь минимальный уровень национального дохода Ymin. 

Поскольку 0,625>0,4, то 0,625𝑡 ≥ 0,4𝑡 для любого 𝑡 ≥ 0, 

откуда следует, что 0,625𝑡 − 0,4𝑡 ≥ 0. Поэтому при любом 𝑡 ≥ 0 доход  

𝑌𝑡 ≥ 8, а значит, 𝑌𝑚𝑖𝑛 = 8. 

Так как 𝑡0 ≈ 1,5 −  𝑓(𝑡) и других точек экстремума нет, то минимум 

функции  𝑓(𝑡) достигается на границе интервала [0; +∞). 

𝑌0 = 8; 𝑌+∞ = lim
𝑡→+∞

𝑌𝑡 = lim
𝑡→+∞

80

9
[0,625𝑡 − 0,4𝑡] + 8 =

= |0,625 < 1 и 0,4 < 1 =>  lim
𝑡→+∞

0,625𝑡 = 0 и lim
𝑡→+∞

0,4𝑡 = 0|

=
80

9
[0 − 0] + 8 = 8, поэтому 𝑌+∞ = 8. 

Следовательно 𝑌𝑚𝑖𝑛 = min(𝑌0; 𝑌+∞) = min(8; 8) = 8.  

В итоге, 𝑌𝑚𝑖𝑛 = 𝑌0 = 8; 𝑌𝑚𝑎𝑥 = 𝑌2 = 10,05. Таким образом, доказали, 

что 8 ≤ 𝑌𝑡 ≤ 10,05 при любом 𝑡 ∈ [0; +∞). 

Используя условия (2) и (3), нетрудно найти явные выражения для 

инвестиций 𝐼𝑡 и потребления Ct, а затем исследовать их на экстремум для 

определения наибольшего и наименьшего значений указанных экономических 

показателей. 
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