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Для решения экологических задач зачастую требуется математический 

аппарат для прогнозирования данных. Одним из наиболее точных и простых 

методов прогнозирования является метод наименьших квадратов с итератив-

ным пересчетом весов (от английского «Iterative Reweighted Least Squares» или 

сокращенно «IRLS») – это представитель класса предсказательных моделей 

[1]. Предсказательная модель – это параметрическое семейство функций (1). 

𝐴 = {𝑔(𝑥, 𝜃)|𝜃 ∈ ⊝} (1) 

где 𝑔: 𝑋 × ⊝ → 𝑌 − фиксированная функция,  𝜃 − множество допусти-

мых значений параметра 𝜃. 

Функция 𝐴 (1) должна хорошо аппроксимировать все точки дискетных 

значений (данных), позволяя тем самым получить значение целевой функции 

для прогнозируемого значения экземпляра данных 𝑥 [2]. Для того, чтобы по-

строить предсказательную модель вводится параметрическая функция 𝑔 (1), 

которая зависит от объекта 𝑥 и неизвестного вектора параметров 𝜃. При этом 

ставится задача детерминирования в параметрическом семействе функций 𝐴 

такое отображение 𝐴: 𝑋, которое позволит решить прикладную задачу с 

наибольшим аппроксимирующим эффектом. Таким образом, значительно 

сужается пространство поиска решения: необходимо найти не какую-то неиз-

вестную функцию, зависящую от 𝑥, а детерминируем функцию в рамках пара-

метрического семейства функций (1). Параметрическое семейство – это способ 

задания функции, который учитывает ввод некоторой дополнительной инфор-

мации о том, каким образом следует задать искомую функциональную зависи-

мость. Кроме аппроксимирующей функции существует ещё одна важная кон-

цепция в машинном обучении, которая называется минимизацией эмпириче-

ского риска (2). 

𝜇(𝑋𝑙) = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛𝑎 ∈ 𝐴𝑄(𝑎, 𝑋𝑙) (2) 

где 𝑋𝑙 − это выборка, длина вариационного ряда которой составляет 𝑙. 
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Формула (2) означает, что вводится функционал, зависящий от выборки 

и от элементов параметрического семейства функции 𝐴. Далее необходимо 

найти такой 𝑎 из этого семейства, чтобы функционал 𝑄 достигал своего мини-

мального значения, то есть имел минимальный риск. Конструкция (2) лежит в 

основе очень многих методов обучения 𝜇. Одним из частных случаев конструк-

ции является метод наименьших квадратов (3). 

𝜇(𝑋𝑙) = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛𝜃 ∑(𝑔(𝑥𝑖 , 𝜃) − 𝑦𝑖)2

𝑙

𝑖=1

 (3) 

В формуле (3) функционал минимизации был заменен квадратичной 

функцией потерь, которая является типичной для задачи регрессии (прогнози-

рования). Метод наименьших квадратов (3) предполагает поиск такого экзем-

пляра (вектор коэффициентов 𝜃), чтобы была минимизирована сумма квадра-

тов отклонений модельных ответов от истинных (правильных) ответов 𝑦𝑖 . Кон-

катенация метода минимизации эмпирического риска [3] и аппроксимации це-

левой функции (на которой основана модель машинного обучения) полиномом 

[4] называется методом наименьших квадратов с итеративным пересчетом ве-

сов. Частным прикладным случаем решения этой задачи является полиноми-

альная регрессия [5], для которой в качестве оптимизационного критерия был 

выбран метод наименьших квадратов [6]. Модель полиномиальной регрессии 

может быть обобщенно представлена в виде (4). 

𝑎(𝑥, 𝜃) = 𝜃0 + 𝜃1𝑥 + ⋯ + 𝜃𝑛𝑥𝑛 (4) 

Формула (4) описывает полином степени 𝑛. Количество полных общих 

слагаемых полинома будет напрямую зависеть от степени полинома и состав-

ляет значение 𝑛 + 1, так как в формуле присутствует свободный член [7]. Обу-

чение полиномиальной регрессии по методу оптимизации наименьшими квад-

ратами в обобщенном виде может быть [8] представлено в виде формулы (5). 

𝑄(𝜃, 𝑋𝑙) = ∑(𝜃0 + 𝜃1𝑥𝑖 + ⋯ + 𝜃𝑛𝑥𝑖
𝑛 − 𝑦𝑖)2  → 𝑚𝑖𝑛𝜃0,…,𝜃𝑛

𝑙

𝑖=1

 (5) 

Рассмотрим (рисунки 1 – 4), что происходит с обучающей и контрольной 

выборкой при увеличении степени полинома 𝑛 (при обучении и тестировании 

модели по формуле (5)). 
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Рисунок 1 – Поведение целевых (прогнозных) значений на обучающей и кон-

трольной выборке (при количественном значении 𝜃 = 1) 

Из рисунка 1 следует, что приближение к функции данных (обозначена 

красным цветом на графике) сейчас достигается не очень прецизионным обра-

зом. Увеличим степень сложности до значения 3 (то есть в аппроксимирующей 

функции будет уже три слагаемых 𝜃 соответствующих индексов от 0 до 2). Ре-

зультат приближения представлен на рисунке 2. 

 

Рисунок 2 – Поведение целевых (прогнозных) значений на обучающей и кон-

трольной выборке (при количественном значении 𝜃 = 3) 

Приближение аппроксимации становится всё ближе к истинным данным, 

но пока что это ещё слабо заметно на выборке [9]. Увеличив степень полинома 

до значения в 23 [7], начинаем наблюдать практически точное описывание дан-

ных (рисунок 3). 
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Рисунок 3 – Поведение целевых (прогнозных) значений на обучающей и кон-

трольной выборке (при количественном значении 𝜃 = 23) 

Отметим, что увеличение степени полинома до бесконечности не приве-

дет к лучшим результатам [1, 8]. Наиболее верным доказательством этих слов 

будет рисунок 4, на котором степень приобретает показатель 37. 

 

Рисунок 4 – Переобучение алгоритма при количественном значении 

𝜃 = 37 

На рисунке 4 представлен эффект переобучения [9] – случай, при кото-

ром модель начинает искать несуществующие зависимости в данных и стано-

вится всё больше и больше отклоняться от истинных значений. Таким образом, 

для того чтобы наиболее точно описывать исследуемые данные, необходимо 

постоянно следить за точностью разрабатываемой модели машинного обуче-

ния, отслеживая любые негативные отклонения от высокого значения. 
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