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Существует большое число вейвлет-распределений время-частотного типа 

[1, 2, 3, 4, 5] различающихся функциональными формами и свойствами. Но, 

несмотря на это, можно сформулировать определенный унифицированный 

подход, который позволяет исследовать свойства всех этих распределений с 

одинаковых позиций. В данном исследовании представлен подход, 

позволяющий выделить из них распределения с требуемыми свойствами. 

Свойства каждого конкретного распределения зависят от условий, наложенных 

на его ядро. Поэтому, анализируя ядро, можно определить и общие свойства 

самого распределения. 

Располагая общим методом представления время-частотных вейвлет-

распределений, можно разрабатывать практические методы анализа и 

фильтрации сигналов в рамках систем управления технологическими 

процессами. 

Обобщенная форма распределения [2, 4]: 

 

𝑃(𝑡, 𝜔) =  
1

4𝜋2 ∭ 𝑒−𝑗𝜃𝑡−𝑗𝜏𝜔+𝑗𝜃𝑢𝜑(𝜃, 𝜏) ∙ 𝑠 ∗ (𝑢 −
1

2
𝜏) 𝑠 (𝑢 +

1

2
𝜏) 𝑑𝑢 𝑑𝜏 𝑑𝜃    (1) 

 

Ядро этого распределения является функцией времени и частоты, а также 

сигнала. Если полагать, что оно не зависит ни от времени / частоты, ни от 

характера сигнала, то такая сигнальная время-частотная независимость 

гарантирует инвариантность распределения относительного времени и частоты. 

Такие распределения – билинейны, поскольку сигнал входит в них дважды. 

Один важный подкласс составляют распределения, ядра которых зависят 

от произведения аргументов, то есть имеют вид: 

 

𝜑(𝜃, 𝜏) =  𝜑𝑃𝑅(𝜃𝜏)                                             (2) 
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Для упрощения обозначений нижний индекс PR будем опускать, так как 

он используется только для обозначения случая, когда рассматривается или 

общий случай, или произведение, характеризуемое числом переменных, 

приписываемых функции  𝜑(𝜃, 𝜏). Выражения для некоторых распределений и 

соответствующих им ядер приведены в Таблице 1. Распределения, приведенные 

в таблице 1 относятся к распределениям класса Коэна [2]. 

С целью определения конкретного распределения можно использовать 

так называемую «функцию неопределенности» [4] или же выражение: 

 

𝜑(𝜃, 𝜏) =  
∬ 𝑒𝑗𝜃𝑡+𝑗𝜏𝜔𝑃(𝑡,𝜔)𝑑𝑡 𝑑𝜔

∫ 𝑒𝑗𝜃𝑢𝑠∗(𝑢−
1

2
𝜏) 𝑠(𝑢+

1

2
𝜏)𝑑𝑢

                                  (3) 

 

которое получается из выражения (1) с помощью обратного 

преобразования Фурье. 

 

Таблица 1. Время-частотные распределения класса Коэна и их ядра 
 

Наименование 

распределения 
Ядро 𝜑(𝜃, 𝜏) Запись распределения 

Вигнера-Вилле 1 1

2𝜋
∫ exp(−𝑗𝜔𝜏) 𝑥∗ (𝑡 −

𝜏

2
) 𝑥 (𝑡 +

𝜏

2
) 𝑑𝜏

𝑡

0

 

Марджено-

Хилла  
𝐶𝑜𝑠 (

𝜃𝜏

2
) 𝑅𝑒

1

√2𝜋
𝑥(𝑡)exp (−𝑗𝜔𝜏)𝑆∗(𝜔) 

Рихачека  
exp (𝑗

𝜃𝜏

2
) 

1

√2𝜋
𝑥(𝑡)exp (−𝑗𝜔𝜏)𝑆∗(𝜔) 

Фазонормиров

анный синус 

sin 𝛼𝜃𝜏

𝛼𝜃𝜏
 

𝛼 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 

1

4𝜋𝛼
∫

1

𝜏
exp(−𝑗𝜔𝜏) ∫ 𝑥∗ (𝑢 −

𝜏

2
) 𝑥 (𝑢

𝑡+𝛼𝜏

𝑡−𝛼𝜏

𝑡

0

+
𝑡

2
) 𝑑𝑢𝑑𝜏 

Пейджа  
exp (𝑗

𝜃|𝜏|

2
) 

𝜕

𝜕𝑡
|

1

√2𝜋
∫ 𝑥(𝑡) exp(−𝑗𝜔𝜏)

𝑡

0

|2 

Чуи-Уилльямса  
exp (−

𝜃2𝜏2

𝜎
) 

1

4𝜋2/3
∬

(
𝜏2

𝜎
)

−0.5

𝑒𝑥𝑝 {[
(𝑢 − 𝑡)2

4𝜏2

𝜎

] − 𝑗𝜔𝜏} 𝑥∗

(𝑢 −
𝜏

2
) 𝑥 (𝑢 +

𝜏

2
) 𝑑𝑢𝑑𝜏

 

Спектрограмма 
∫ ℎ (𝑢 −

𝜏

2
)

𝑡

0

 

ℎ (𝑢 +
𝜏

2
) 

exp(−𝑗𝜃𝑢) 𝑑𝑢 

|
1

√2𝜋
∫ exp(−𝑗𝜔𝜏) 𝑥(𝜏)ℎ(𝜏 − 1)𝑑𝜏

𝑡

0

|

2
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Время-частотные преобразования класса Коэна целесообразно вводить в 

системы автоматического управления в качестве элементов программного 

обеспечения в связи с их особенностью, позволяющей эффективно – с 

максимально прозрачной и информационно ёмкой способностью – использовать 

этот математический аппарат как средство инновационных и цифровых 

технологий в научно-исследовательских и опытно-конструкторских разработках 

современных производств. 
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