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Введение. Разведочная геофизика основана на измерении и последую-

щей интерпретации различных параметров естественных и искусственно со-

здаваемых полей, изменения которых определяются неоднородностью соста-

ва, строения, изменчивостью свойств земной коры и происходящими в ней 

естественными или техногенными процессами. Все указанные задачи разве-

дочной геофизики можно считать диагностическими, поскольку они не обла-

дают прогностической способностью, а только лишь фиксируют текущее зна-

чение исследуемых параметров.  

С точки зрения прикладной математики различные задачи интерпрета-

ции измеренных данных с целью определения электрических или магнитных 

параметров горных пород, определение слоистости вмещающего простран-

ства, восстановление формы источников потенциальных полей различной 

природы являются обратными и некорректными [1 – 4]. В настоящее время 

основным методом решения таких задач является использование регуляризу-

ющего функционала А. Н. Тихонова [1], минимум которого как раз и соответ-

ствует решению исходной обратной задачи. В представленной заметке рас-

сматривается диагностическая задача определения формы заглубленного 

плоского источника потенциального поля по измерениям потенциала на зем-

ной поверхности, которая сводится к решению к интегральному уравнению 

Fredholm’a – Урысона 1-го рода. Решаемая задача рассматривалась и ранее, 

например, в работах [1, 2, 5 – 8], но в более простой постановке. 

1. Постановка и решение прямой задачи. Предположим, что поле (в 

дальнейшем будем рассматривать только электрическое поле (ЭП), но пред-

лагаемый метод применим и для любых потенциальных полей в силу анало-

гичности используемой математической модели) порождается горизонталь-

ным кругом Sp, который расположен на некоторой глубине HzM   в нижнем 

слое двухслойного однородного и изотропного вмещающего пространства 

(рисунок 1). 



 

 

Величина потенциала поля такого источника в произвольной точке из-

мерения М на дневной поверхности будет определяться в полярной системе 

координат по общей формуле 
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где 
p

S  – плоский источник тока, функция 
Mu  определяется по известной 

формуле потенциала точечного источника тока [9] 
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в которой 22 )()(
pMpM

yyxxD   – расстояние от точки области инте-

грирования P до точки измерения поля M, м; С – коэффициент, характеризу-

ющий силу электрического тока источника; )(
0

DmJ   – функция Bessel‘я ну-

левого порядка.  

Для интегрирования по произвольной области с замкнутой границей 

перейдѐм от декартовой системы координат к полярной по следующим стан-

дартным формулам: cosrx
P
 , sinry

P
 , где ]2;0[   и  )(;0 r , 

при этом функция )(  определяет контур плоского источника тока (в случае 

круга – это постоянная величина).  

Далее преобразуем выражение (2) к произведению размерного и без-

размерного сомножителя, сделав замены переменных: во внешнем интеграле 

whw  1 , где под w подразумеваются все параметры с размерностью [м], 

mhm   – во внутреннем, а 
M

zh   – коэффициент приведения. Тогда инте-

грал (1) примет вид 
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где 22 )sin()cos(  ryrxD
MM
 . 

После преобразований получим расчѐтную формулу для определения 

величины потенциала в произвольной точке М (оператор прямого моделиро-

вания) на земной поверхности вида 
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где ArBrR  2 , 122 
MM

yxA ,   sincos2
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Внутренний интеграл в (4) достаточно легко вычисляется: 
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2. Решение обратной задачи. При решении обратной задачи будем 

предполагать, что известны измерения потенциала поля на земной поверхно-

сти вдоль одной из осей координат, то есть 0
M

y . Сформируем регуляризу-

ющий функционал невязки А. Н. Тихонова [1 - 4] 



 

 

                                                     ),(                              (6) 

где       


b

a

MMM

M xdXUxU
2

,)(,   – мера погрешности измерения 

напряжѐнности на дневной поверхности; 
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0

2)( d  – стабилизирующий 

функционал; α – параметр регуляризации [1 – 3, 5]; [a; b] – отрезок измерения 

потенциала на земной поверхности. 

Численная реализация формулы (6) связана с интегрированием, которое 

будем производить по формуле Simpson’а по двум сеткам, причѐм шаг сетки 

по переменной φ равен )(
1

lh , а шаг сетки по переменной 
M

x  равен )(
2

gh , где 

g и l – номера слагаемых квадратурной формулы. Тогда слагаемые формулы 

(6) примут вид   
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Поиск минимума функционала (6) будет производить методом сопря-

жѐнных градиентов, общая итерационная схема которого имеет вид 
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где 
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, q – номер итерации; е – шаг минимизации, который 

определяется как результат одномерной минимизации функции  )1(  q  ме-

тодом «золотого сечения»; 
/)0(


I ; коэффициент 

)(qt  определяется по од-

ной из формул [11], 
/


  – производная функционала (6) [12, 13]  
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а  j – номер компоненты вектора значений функции )( , по которой вычис-

ляется производная. 

3. Реализация численного алгоритма. Весь расчѐт и визуализация 

графиков и поверхностей производилась в среде математических расчѐтов 

Scilab.  

Тестовая модель будет состоять из источника тока в виде круга радиуса 

200 м, расположенного на глубине 150 Hz
M

. Удельное электросопротив-

ление вмещающего пространства не важно, так как оно не влияет на форму 

распределения потенциала. Приведѐм результаты расчѐтов по формуле (4) в 

виде поверхности и карты изолиний приведѐнного потенциала (рисунок 2). 



 

 

 
  

– Рисунок 2. 

Поверхность и линии уровня значений приведѐнного потенциала 

поля, порождѐнного кругом радиуса 200 м.  

 

Для простоты реализации алгоритма (7, 8) положим, что регуляризую-

щий сомножитель 0 . Таким образом, реализуется метод наименьших 

квадратов в его первоначальной нерегуляризованной форме. Такое упроще-

ние можно сделать, так как истинная и стартовая формы источники поля яв-

ляются кругами. Далее будем предполагать, что для интерпретации исполь-

зуются только результаты измерений вдоль одной из центральных осей коор-

динат, то есть 0
M

y . Для моделирования погрешностей измерения будем 

добавлять к значениям потенциала 
MU   случайную, равномерно распределѐн-

ную на отрезке [0; 1] поправку.  Приведѐм графики исходного и приближѐн-

ного значений потенциала, а также графики в полярной системе координат 

для истинного и приближѐнного источников тока. 

 

 
 

– Рисунок 3. 

Исходные и восстановленные значения потенциала и формы источника поля 

после 10 шагов.  
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